ECE1 Correction SIGMA n°3C 2018-2019

Correction SIGMA n°3C

Partie I : Modele de population saisonniére

T € N* = durée maximal de la saison.
7 est la variable aléatoire égale a la durée de la saison. Ainsi, 7(Q2) = [1,T] et [t = t] =« la saison s’arréte
a la date t »

A un instant ¢ :

— la génération d’insectes s’éteint en déposant des ceufs

— N(t) = nombre moyen d’ceufs produits a 'instant .
Un individu produit en moyenne « ceufs, avec a > 0.

— p(t) = proportion des ceufs pondus a I'instant ¢ qui rentrent en diapause.
— Les ceufs qui ne sont pas entrés en diapause éclosent a ¢ + 1.

— D(t) = nombre d’ceufs en diapause a l'instant ¢
Ona D(0) = 0; N(0) € N*, ¥t € [0,7 — 1], 0 < p(t) < 1

1. (a) D(t+1) est le nombre d’ceufs en diapause a l'instant ¢ 4 1
Il est égal au nombre d’ceufs qui étaient en diapause a 'instant ¢ (=D(t)) plus ceux qui rentrent
en diapause a U'instant ¢ + 1 (=p(t) x N(t)).
En effet, a la date t, il y a en moyenne N(¢) ceufs pondus et la proportion des ceufs pondus a
qui rentrent en diapause est p(t).

D(t+1)=D(t) +p(t)N(t), Vte[0,T—1]

(b) N(t+ 1) est le nombre moyen d’ceufs pondus a U'instant ¢ + 1.
Un individu produit en moyenne « oeufs.
Le nombre d’individus a l'instant ¢ + 1 est égal au nombre d’ceufs qui ont éclos c’est-a-dire
[1—p(t)]N(t). En effet, sur les N(t) ceufs pondus a la date ¢, la proportion de ceux qui éclosent

est 1 — p(t).

Nt +1) =a(l—pt)N(E), Ve[0T —1]

2. On suppose a < 1.

(a) Vt € [0, T —1], ona N(t + 1) = a[l — p(t)|N(t).
Or0<p(t)<ldonc0<1—p(t)<let0<a<1doncO0<afl —p(t)] <.

Ainsi,

N(t+1) < N(t), Vte[o,T—1]

(b) Vt € [0,T —1], N(t+1)=al[l —p(t)|N(#) < (1 —p(t))N(t) car a < 1
D(t+1) = D(t) +p(t)N()
Donc D(t+ 1)+ N(t+1) < D(t) + p(t)N(t) + (1 — p(¢))N(t)

) +
D(t+1)+ N(t+1) < D{t) + N(t),  Vte[0,T —1]
D(

(¢) Montrons par récurrence que P(t) : « D(t) + N(t) < N(0) » est vraie ¥t € [0,T]
Pour t =0 : D(0) = 0 donc D(0) + N(0) = N(0) < N(0) : P(0) est vraie
e

Soit ¢t € [0,T — 1]. Supposons que P(t) est vraie.
D({t+1)+N(t+1) < D(t)+N(t) < N(0) : P(t+1) est vraie |Vt € [0, T], D(t) + N(t) < N(0)
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(d) Vt € 0,T], N(t) = 0 donc D(t) < D(t) + N(t).
vt € [0,T], D(t) < N(0)

D4apres 2c), on a donc

(e)

On suppose que p(0) =1
i) Montrons par récurrence que P(t) :

« N(t) =0» est vraie Vt € [1,7T]

Pourt=1: N(1) = a(l —p(0))N(0) =0 car p(0) =1 donc P(1) est vraie
Soit ¢t € [1,T — 1]. Supposons que P(t) est vraie : N(t) =0

N(t+1)=a(l—pt))N(t)=0:P(t+1) est vraie

vt e [1,T], N(t)

=0

ii) Ve € [0, T — 1], D(t+ 1) = D(t) + p(t)N(t) = D(¢)

D est stationnaire a partir de t = 1.
Or D(1) = D(0) + p(0O)N(0) =0+ 1.N(0) = N(0)

Donc

vVt e [1,T], D(t) =

N(0)

Autre méthode :

Montrons par récurrence que P(t) :

« D(t) = N(0) » est vraie Vt € [1,T]
Pour t = 1 : D(1) = D(0) + p(0)N(0) = 0 + 1.N(0) =

N(0) donc P(1) est vraie

Soit t € [1,T — 1]. Supposons que P(t) est vraie : D(t) = N(0)
D(t+1)=D(t) + p(t)N(t) = D(t) = N(0) : P(t + 1) est vraie

vt e [1, 1], D(t + 1) = D(t) + p(t)N(t) = D(t)

iii) Le but est de maximiser le nombre d’ceufs en diapause ie D(t).
Or d’apres 2d) D(t) < N(0) et d’apres 2e), ce majorant est atteint si p(0) = 1.
Donc la meilleure stratégie est d’avoir p(0) = 1 c’est-a-dire que

3. On suppose jusqu’a la fin que o > 1.

les N(0) ceufs entrent en diapause immédiatement |.

7 VA finie a valeurs dans [1,77] et on suppose que P(r =t) > 0, Vt € [1,T].
(a) (r=t)C(r>t)donc P(t =t) < P(r > t). Comme P(T =1t) >0,

P(r>t)>0

(b) H(t) = Preyg(r=1t) = P> 1) donc
=
(¢) H(T) = ig: = ;; _ ig: - f;; car 7(Q2) = [1,77 donc

H(T) =1

SIGMA n°3C.

M Leboucher



Correction SIGMA n°3C 2018-2019

(d) SiT—=U([1,T]), P(r =t) = £Vt € [1,T].

P(T>t):zT:P(T:k):2T:;:(T—t+1)x;
Or H(t) = ié:: 3 donc
1
HO =77

(e) Soit)\0:0<)\1<---<)\T:1etq1:)\1:)\1—)\0,...,qT:)\T—)\T,l

1) Vi € Hl,T]], G =X —XNi_1>0

T

ZQi = Z()\Z — A1) = Ay — Ao =1 —0 =1 par télescopage
i=1 i=1

C%U :

ZQ'L' = Z()\z —Aic1) = Z)\i - Z)\zel

i=1 i=1 i=1 i=1

n—1

=> Ai— > Apenposant k=i—1

i=1

k=0
n—1 n—1
Z1 Z1
=N, —X=1-0=1
Donc ¢; <1 (oug=XA—ANg <A<\, <1)

(¢i)1<i<r définit une loi de probabilité sur [1, 7]

ii) Si 7 suit la loi précédente, on a P(T =1i) = ¢; = A\ — \i_1,

P(r>t)= ZP(T =1)
= z_:qz'

i=t
T

= Z/\i — i1
i=t

=Ar— A =1-My

A A

iii) On suppose que T' > 2 et que Vn € [1,T],
Aty1 — Ae 2 A — ANt

Alors si t € [[1,T - 1]], /\t - At—l < )\t+1 — At

1
et di_q <A doncl— X1 >1-— )\ dou

< .
11— 1=N
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—A Aty — A
L 2L T Cest-a-dire H(t) < H(t+ 1)
— A1 =X

t — H(t) est croissante sur {1,2,...,T}.

Tous les termes étant positifs,

On suppose désormais que H est croissante. Le but est de maximiser E(In(D(7)).

4. Etude d'un exemple simple : T =2, H(1) =1, H(2) =1, a = 4.
P(r=1)
P(r>1)

[\

(a) i) D’apres 3b) H(1) = =P(r=1) car 7(2) = {1,2}. Comme H(1) =

1
29

i) 7(Q) = {1,2} et P(r=1) = £ = P(r = 2) donc
T — U{1,2}).

(b) Si D(1) et N(1) sont fixés, comme D(2) = D(1) + p(1)N(1), le maximum est atteint si p(1) est
maximal ie si

(¢) On suppose p(1) = 1. Rappel : 3

D’apres le théoreme de transfert,

E(lnD(r)) = ( (V)P (T— 1) +In(D(2)) P(r = 2)
= 5In(D(1)) + 3 In[D(1) + p(H)N(1)]
=3 In(D(1)) + 1111[1?(1) N(1)]

Or D(1) = p(0)N(0) car D(0) =0
et N(1) =4[1 — p(0)]N(0) car « =4 donc D(1) + N(1) = [4 — 3p(0)]N(0)

B(ln D(7)) = 3 lnp(0)N(0) + 2 Inf4 — 3p(0)|N'(0)

(d) ¢ est définie sur [0,1] par ¢(z) = 5 1n ((4 - 3:U)N(O)) +3In <N(O)x>

¢(z) =1In(4 — 3z) + L In(z) + In N(0).
¢ est dérivable sur ]0, 1]
1 -3 11T 1 —3z+4-3x 2 -3z
Vo € 0,1], ¢'(z) = = o= _
z € [0.1], ¢(=) 2X4—3:r+2:v 2~ z(4 — 3x) x(4 — 3x)

Or z €]0,1] donc x >0 et 4 — 3z >0

x 0 2 1
¢ () + 0 —
©(2)
o) | T V)

e(3)=1 (1n21n ) +InN(0) = Ing +InN(0)

(e) ¢ atteint son maximum en 2 donc E(ln(D(T))) atteint son maximum en p*(0) =

2
3
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Partie II : Transformation du probléme

0 : D(t+1) = D(t) + p(t)N(t) :
Par convention, Y h(t) =0 3 N({t+1)=a[l —pt)|N(t) = aN(t) — ap(t)N(t) 3
=1 " D(0)=0,a>1 |

5. Montrons par récurrence que P(t) : « D(t) + N(t) > 0 » est vraie V¢ € [0,7T]
Pour t =0: D(0) + N(0) = N(0) > 0 : P(0) est vraie
Soit ¢t € [0,7 — 1]. Supposons que P(t) est vraie. En omettant les (¢t), D+ N >0
D(t+1)+N(t+1)=D+pN+a(l—pN
Comme D >0etn>0,onaD>0o0ulN >0.

e Si D > 0, alors comme pN > 0et a(l —=p)N >0, D(t+ 1)+ N(t+1)>D+0
eSiD=0,alors N>0et D(t+1)+ N(t+1)=aN >0
P(t+ 1) est vraie

vt € [0,T], D(t) + N(t) > 0

On pose LX(t) = D(t)DJEtiV(t) i donc D = X(D + N)
6. Soit ¢ € [0,7 — 1]. En omettant les (¢) pour alléger les notations,
X(E+1) = D(t +li§t++J\172t +1) D —|—p]\lf)—{_—'_0]j(]¥—p)]\/'
p+(1-p)X

Tptral-p)+(1-a)(l-p)X

p(D+N)+(1—-p)X(D+N)
p(D+N)+a(l—p)(D+N)+(1—a)(l—p)X(D+ N)

B pD +pN + (1 —p)D
T pD+pN+a(l—p)(D+N)+(1—a)l—p)D

B pN + D
~ pD+pN+a(l—p)N+ (1 —p)D

p(t) +[1 — p(O)| X (1)
p(t) + all = p(®)] +[1 — al[1 —p(t)| X (1)’

X(t+1)= vt € [0,T — 1]

_ (1-8z+¢
(a) ve(z) = 1-—a)1—-¢z+a+(1—a)
Onpose u(zx)=(1—-8z+¢ v(@)=1-a)l—-8zr+a+(1—a)
u'(r) =1-¢ V() = (1 -a)(1-¢)
Vo € [0,1],

SIGMA n°3C. M Leboucher



ECE1 Correction SIGMA n°3C 2018-2019

W (@)o@) — u(e)' (@) = (1= (1 - a)(1 = O+ a+ (1 - a)e)
~a-a)-g(1-ge+e)

— (-9 -a)|(1-r+8 - (1-Oe+| +(1-9
o =(-ga
Ve = uv;uv donc ¢ (z) = (11]2_(3 > 0 sur [0, 1]
e est croissante sur [0, 1]
(b) [¢(1) =1
(0) 1) |ve(0) = ——~—— On pose A(f)%/) 7(”);;1;5717:‘;(757) 77777777 £
U at(-agg] T R o+ (1-a)
ii) Soit ¢ € [0, — 1].
X()
AX(t) = ot = )X donc avec £ = X (t € [0,1], on a A(X(t)) = 1¢(0)
Xt 1) = p(t) + (1 —p(t)) X (1) — e (p(t)).

p(t) +a(l = p(t) + (1 = ) (1 = p()) X (1)
Or )¢ est croissante sur [0,1], et 0 < p(t) < 1 donc ¥¢(0) < Ye(p(t)) < Ye(1).
Comme (1) =1,

AXH)) < X(t+1) <1

AXH) < X(t+1) <1

iii) A(¢) = M donc A dérivable sur [0,1] et
yo o+ (I—a)f—(1—-a) o
S (R R PR (RS

A est croissante sur [0, 1]

D(r) D=1  D@) DAY
S D17 D(—2) " Dy k) K0 = PO

) (produit télescopique)

_ _D(r) D(r-1) D(2) D)
bir) = D(r—1)D(r—2)"" D) N(0 N(0)
@mwgmmmﬁg}mmﬂng@>pwﬂgt<T_f

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

9. (a) D’apres 8),
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_ —-1) D2 D)
E(lnD(1))=F <ln D(r = 1 —9) D(l)'N(O)'N(O))
:E<1n<hm“ ﬁgixN(O)»
(&, D t+ 1) D(l)
—E<11n N<O)+1nN(O)>
_F ( SR )+ lnN(0)>

Par linéarité de I'espérance, on a donc :

Rappel : 1 X (?) D(f)Df—t?\/(t) donc X (t) {D(t) + N(f)} = D(t)
- D(t+1)=D(t) +p(t)N(t)
" N(t+1) =a[l —pt)]N(t) = aN(t) — ap(t)N(t)
DO=0e>1
aX(1) aX(1)|[D(1) + N(1)
L+ (a=1DX(1)  [DA)+ND)]+ (a — )X (1)[DA) + N(1)]
_ aD(1)
D)+ N()+ (a—1)D(1)
aD(1)

N(1) +aD(1)
D(1) = p(0)N(0)
N(1) = a1l = p(0)]N(0) = aN(0) — ap(0)N(0) donc N(1) + aD(1) = aN(0)
aX(1) _aD(

o 1)
Alnst I TR T av(0)

D(1) aX(1)
N@O) 1+ (a—1)X(1)

Comme X (t+1) [D(t +1)+ N(t+ 1)] = D(t + 1), en multipliant numérateur et dénominateur
par [D(t+ 1)+ N(t+ 1)], on obtient
aX(t+1) B aD(t+1)

XM+ (@-)X(t+1)]  XO)[DU+TT+NE+1)+ (a=1)D(t +1)]
aD(t+1)

X (%) {N(t 1) +aD(t + 1)}

Or N(t+1) + aD(t + 1) = a[N(t) + D(t)]
aX(t+1) B aD(t+1) D(t+1) D(t+1)
XM+ @-)X(t+1)] X xa[N@E)+ D)  X(t)x [N(t)+D(t)] D(t)
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D(t+1) aX(t+1) our B
D(t) _X@)[H(a—l)xuﬂﬂ’p bstst-d

D) aX(1)
“UNO) T Mt (a-DX(1)
=lna+InX(1)—In(1+ (a—1)X(1))

d’apres 9b

u(1,X(1)) =lne—Inl+InX(1) = (1l + (a — 1)X(1))

Donc | R(0) = u(l,X(l))

A _nD(t+1):n aX(t+1)
(e) R(t) =In—pay= =1 X(O[1+ (0= DX(t+1)]

=Ia+InX(t+1)—InX(t)—In[1+ (a— 1)X(t+1)]

u(X (1), X(t+1)) =lna—InX(t) + I X(t+1) = In(1+ (@ — DX (t+1))

A

Donc | R(t) = u(X(t),X(t + 1)) pour 1 <t<T -1

(f) E(InD(7)) =In N(0) + E (}?(0) + Tle(t)>

t=1

E(ln D(7)) = In N(0) + Elu(l,X(l)) + Tz_:lu(X(t), X(t+ 1))]

Maximiser E(In D(7)) revient a choisir, a chaque date t telle que 1 < ¢t < 7 — 1, la valeur de
X(t+1) € [A(X(t),1] qui rend maximale

Partie III : Programmation dynamique

1 siweB

10. Soit B un événement. 1g(w) = { 0 sinon

(a) 15(Q2) ={0,1} et P(1p =1) = P(B) donc |1 — B(P(B))
(b) 1grc(w) =1 we BNC
SweBetwel
& lpw)=1let lo(w) =1
& 1p(w) X 1o(w) =1
car si 1p(w) X Le(w) =0, alors 15(w) = 0 ou L¢(w) = 0.

|Lpnc =15 X 1¢]

(¢) On suppose que 0 < P(B) < 1. Si Y VA finie on définit la VA Eg(Y') par
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i) Par linéarité de l'espérance,

Eg(Y+2)= P(lB)E((Y + Z2)1p)1p +

1
1

P Y + 21t
5+ P(lB) B(V1g) + B(Z1p)15

E(Z1p)1p + P(lB)E(Y]lB)]lB +

E(Z1g)1g

P(B) P(B)

Eg(Y + Z)=Ep(Y)+ Ep(Z)

ii) Par linéarité de I’espérance,

E(E(Y)) = E (P(lB)E(Y]lB)]lB + P(B>E(Y13)13>
_ P(lB)E(Y]lB) x E(1p) + P(IB)
)

Or 15 — B(P(B)) donc E(1p) =

P(B
B(Ep(Y)) = 5==E(Y1p) Aﬁﬂm ) x P{B)

E(Ep(Y)) = E(Y)|car 1 + 15 = 1
1

111) EB(Y]]_B) = @E(Yﬂg X :H-B)]]-B + =

car 1p x 15 =0

Ep(Y)p = (P(lB)E(Y]lB)]lB 4

EB(Y]lB) = EB(Y)]]-B

1 1
P(B)E<Y:HB)]]_B> X ]]-B = 7BE(Y]]-B):HB

11. On suppose dans cette question que quand [T = T est réalisé, on connait X (1 ) ..., X(T'—1).Sion
pose © = X (T — 1), le meilleur choix est de prendre pour X (T) la valeur y*(z, T ) [A(z), 1] qui
maximise u(x, y)

(a) u(z,y) =lna—Inzx+Iny — 1n(1+( —1)y)

0 1 -1 —1 1
Mgy == - —2 t(a—ly—(a—1y _ >0
dy y 1+(a—ly  yll+(a—1y y[l+(a—1)y]

La fonction y — u(x,y) est croissante donc son maximum est atteint en 1
y(e, T —1) =1

(b) u(z,1)=Ina—Inz —1In(l+ (o — 1)) donc |u(z,1) = —Inz

12. On suppose maintenant que quand [T > T'—1] est réalisé, on connait X (1), ..., X (T —2). La stratégie
T—1
est de choisir X (7' — 1) et X(T') pour maximiser £ (Zu(X(t),X(t + 1)))

t=1
7 prend les valeurs T' — 1 et T avec les proba Prop_1)(7 =T — 1) et Posp_q(7 =T).
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(a) @ Si 7 <T —1, les deux membres de 1'égalité valent 0 donc I’égalité est vraie.

e SiT=T—1,alors 1j;>7_1) = 1 et 1j;—7; = 0 donc les deux membres valent
T-2
Z w(X (), X(t+1) =uX(T-2),X(T-1)).

t=T-2

o SiT="1T,alors 1j;>7_1) = 1 et I,—7) = 1 : les deux membres valent
T-1
S owX (), X(t+1) =uX(T-2),X(T-1))+uX(T-1),X(T)).

t=T-2

Loty 3 (X (8), X (¢4 1)) = Lyor (X (T — 2), X(T = 1)) + Lp—gu(X (T — 1), X(T))

t=T-2

T—1

(b) 1ER(Y) = Eg(1p.Y) doncavec B=[r>T —1]et Y = > u(X(t), X(t+1)),

t=T-2

Vo1 Bfrzr1] ( Ti: u(X(t), X(t+ 1))) = Ers>roq) (1[r>T—1] Ti: w(X(t), X(t+ 1)))

t=T-2 =T-2

D’apres 12 a) et comme Lrsr-1) X Lp=1) = Ljr=1y,

T—1

-2

u(X (1), X(t+ 1)))

= Eprorq) (Lprsr—y (X (T = 2), X(T = 1)) + Lpeqpu(X(T = 1), X(T)))

Trsr—Eprsr-q (
t

(¢) On pose U =uw(X(T —2),X(T'—-1)),V=uwX(T-1),X(T)),B=[r>T—1]

On doit donc montrer que

EB(]lBU—I— ]l[T:T}V) =Ulg+

By (JLBU + Jl[TT]V) = Ep(1pU) + Ep(1p-nV) !

1 1
Or par définition Ep(Y) = @E(YJIB)EB + @E(Y]lg)]lg, donc
1 1
E Ap) = —=FEU1 1p)1 ——FE U1 15)15
e Ep(Ulp) 20 (Ulp x 1p) B+P(B) (Ulp x 15)13
1
= — )1
U
= %MJLB
=Ulp car E(1g) = P(B)
1
o Ep(1j—mV) = P(B)E(JL[TTW x 1p)1p + o= E(1p=nV x 15)15

P(B)
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Or 1,71 = Ljr—1) Liror—1) = Ljp=r)ror—1] = Lr=1
Et ]]'[T:T]']]'E = 1[T:T]'1[T<T—1] =0

1
Donc EB (]l[T:T}.V) = P(B)E<1[T:T]V> le

Vv

::}ml3yE<1h:TO 15

P(r>T-1)

Donc EB<]]-BU+:[I-[T T]V> U]].B +

(d)

On suppose que X (7T — 1) est donné.

i) On veut maximiser u(X (7T — 1), X(T')) donc comme & la question 11a), on doit prendre

X(T) =1

u(X(T = 1), X(T)) = = In(X(T - 1))

D'une part P>p_y)(7=1T) =

ii) On a vu que u(z,1) = —In1 donc si X(7') =1, on a

D’autre part,
1-HT-1)=1-

P[7—>T_1](T == T) =1 —H(T— 1)

On veut maintenant choisir la stratégie optimale a la date T — 2.

On pose ®(y) = u(X(T — 2),y> —(1—-H(T —-1))Iny

Ainsi, ®(X (T = 1)) = u(X(T' = 2), X(T =1)) = (1 - H(T —= 1) m X (T — 1)

P(r>T-1n[r=T))  P(r=T)
P(r>T-1) CP(r>T-1)
Pir=T-1) Plrz2T-1)-P(r=T-1)  P(r=T)
P(r>T-1) P(r>=T-1) CP(r=T-1)

P(r=T)
Orl—H(T —1)= PrsToD u(X(T = 1), X(T)) = = In(X (T - 1))
Done (X (T — 1)) = u(X(T - 2), X(T — 1)) + Pﬁ(;:T?D x u(X(T - 1), X(T))
Par ailleurs, avec 12 b) et 12¢) on a
Trsr—yEprsr-1 (_T_ w(X (1), X(t+ 1)))
= u(X(T—2), X(T = 1)) Lpsr_y + P(Ji(;i)”.u(xq —1), X (7)) Apror_y

= Loy <u(X(T -2),X(T' - 1)) + P(r=1)

SIGMA n°3C.

P<7_>T_1).U<X(T - 1),X(T))>
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- — N
' Lror—1 Elrzr-1) ( > u(X (1), X(t+ 1))) = Lo @(X(T' = 1)) |
| t=T—-2 |
T—1
Le but est de maximiser F (Zu(X(t), X(t+ 1))) et comme E(Y) = E(Eg(Y)), on doit donc
t=1
T—1
maximiser F (E[T>T_1] ( u(X(t),X(t + 1))
t=1
On doit choisir pour X (7' — 1) la valeur y*(X(T — 2),T — 2) €
[A(X(T —2)), 1] qui maximise ®(y)
(8) @(y) = u(X(T'—2),y) = (1 - H(T = 1)Iny donc P est dérivable sur J0, 1] et
ou 1
. ou 1 a—1
Or d’apres 11a), a—y(aj,y) =, 1 =1y
' _ a—1 _ (71— _ 1
Donc ®'(y) = —i/ T+ (o= 1y X —H(T—-1)) x "
_ et A
14 (a—1y vy
—y{a — 1] —i—H{l—l— (o — 1)y}
y{l + (a — 1)y}
CH+(a—1)(H—1)y
y[l + (o — 1)y}
HT-1)—(a—1)1-H(T -1
vy HT=D=(a— D= HT 1)y
y{l + (a — 1)y}
Ainsi, ®'(y) >0 H— (a—1)(1—H)y >0
Sla-H)I-Hy<H
H
< <
Sy < ) car « > 1 et H < 1(H est une proba)
H(T —1)
B = .
Onpose B =0 —Hr — 1)
Ainsi, | ®'(y) > 0 y < B,
(h) Si H(T - 1) <liesi B<1,

(a—=1)(1—-H(T-1))
Comme y € [A(X(T — 2), 1], reste a savoir si A(X (T —2) < B ou pas....

o Si A(X(T —2) < B,

SIGMA n°3C.
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x A

_|_

0 —

T

Le maximum est atteint en B =

H(T —1)

(= 1)(1—=H(T —-1))

eSi B<AX(T—2),onad(y) <0

A

1

®(x)

T

Le maximum est atteint en A(X (T — 2))

H(T —1)
(@—1)(1 - H(T - 1))

(i) Si

>1,ie B>1,ona ®(y) >0 donc

A

/

Le maximum est atteint en 1

H(T —1)
(a—1)(1—=H(T-1))
H(T - 1)

(a— (1 - H(T 1))

v (X (T—2), T—2) = max (A(X(T —9)),

o Si

(i) | ®Si

< 1, alors

> 1, alors y"(X(T'—2), T —2) =1

H(T —1)

(a—1)(1—=H(T —-1))

)

SIGMA n°3C.
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